EXISTENCE DE POINTS FIXES ENLACÉS À UNE ORBITE 
PÉRIODIQUE D'UN HOMÉOMORPHISME DU PLAN 



CHRISTIAN BONATTI AND BORIS KOLEV 



Résumé. Soit / un homéomorphisme du plan qui préserve l'orientation 
et tel que f — Id soit une contraction. Sous ces hypothèses, on établit 
l'existence, pour toute orbite périodique O, d'un point fixe ayant un 
nombre d'enlacement non nul avec O. 



1. Introduction 

Un résultat classique dû à Brouwer énonce que tout homéomorphisme du 
plan M 2 qui préserve l'orientation et possède une orbite périodique, possède 
également un point fixe. Dans le même ordre d'idées, on peut montrer [4, 6] 
qu'un tel homéomorphisme / possède un point fixe lié à cette orbite pério- 
dique, en ce sens qu'il n'existe pas de courbe de Jordan C, bordant un disque 
D contenant l'orbite périodique mais ne contenant pas le point fixe, et telle 
que f(C) soit homotope à C dans le complémentaire de l'orbite périodique et 
du point fixe. Une question posée par John Franks dans [1] demeure toujours 
sans réponse : 

Étant donné un homéomorphisme / : M. 2 — > M. 2 préservant l'orientation, 
existe-t-il pour toute orbite périodique de / un point fixe ayant un nombre 
d'enlacement non nul avec cette orbite périodique ? 

On sait que la réponse à cette question est positive pour les orbites de 
période 2 (voir [2]) ou de période 3 [5]. D'autre part, dans une prépublication 
récente, Franks [3] utilise la réponse affirmative à cette question comme étant 
un théorème de Handel (sans référence) : on peut donc supposer que cette 
question est, soit résolue, soit en passe de l'être. 

Nous montrons ici qu'un raisonnement très simple et très rapide permet de 
répondre par l'affirmative à la question de Franks pour les orbites de toutes 
les périodes des homéomorphismes / de M? pour lesquels f — Id vérifie un 
condition de Lipschitz. Plus précisément : 

Théorème 1.1. Soit f : M 2 — > R 2 un homéomorphisme qui préserve l'orien- 
tation et tel que f — Id soit lipschitzienne de rapport k G [0, 1] . Alors, pour 
toute orbite périodique O = {x, f(x), . . . , / n_1 (x)} de f, il existe un point 
fixe de f , xq, ayant un nombre d'enlacement non nul avec O. 

Outre l'intérêt du résultat, la simplicité de la preuve met en valeur l'avan- 
tage qu'il y a à tester sur cette classe (pas trop petite) d'homéomorphismes, 
les conjectures concernant les homéomorphismes des surfaces. 
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2. Nombre d'enlacement d'un point fixe et d'une orbite 

périodique 

Soit / : M 2 — > M 2 un homéomorphisme. On note Fix(f) l'ensemble de ses 
points fixes. Un point x G M 2 est périodique de période n si f n (x) = x mais 
f k (x) ^ x pour k G {1, 2, . . . ,n — 1}. On note 

0(n,/) = {r E ,/(x),...,r- 1 (x)} 

l'orbite de x sous /. 

Soit xo G Fix(f), x un point périodique de période n et c un arc joignant 
x et f(x) dans M 2 \ Fix(f), on note 7 C la courbe fermée obtenue en joignant 
bout à bout les arcs, c, /(c), . . . , / n ~ 1 (c). 

On note w(xo>7c) le nombre d'enroulement de j c autour de xq c'est à dire 
le nombre d'intersection algébrique d'une demi-droite générique issue de xç> 
avec 7c (ce nombre est souvent appelé indice de xq par rapport à 7 C ). 

Lemme 2.1. Soient c et c' deux arcs quelconques joignant x et f(x) dans 
M? \ {xq}- Si f préserve l'orientation, alors lo(xq,j c ) — ùj(xo,7 c ') G 

Démonstration. On a 

n-l 

^0o,7 c ) =^(zo,7c) + ^w(x ,/ fc (c~ 1 c / )). 
Or si / préserve l'orientation 

Uj(x J k ( C ~ 1 c)) =LJ(X ,C- 1 C'), 

d'où lo(xq, 7c) — uj(xq, 7c') = nw(xo, c _1 c'). □ 

On peut montrer également que la valeur de lo{xq,^ c ) (mod n) ne dépend 
pas du choix du point x de O choisi pour le construire. 

Définition 2.2. Avec les notations ci-dessus, on note Lk(xo, O) l'unique en- 
tier l G {0, 1, . . . , n — 1} tel que ui(xq, j c ) — l G nL pour un choix quelconque 
de c et on l'appelle le nombre d'enlacement (ou linking number) du point 
fixe xo avec l'orbite périodique O. 

Remarque 2.3. L'appellation « nombre d'enlacement » est justifiée par la 
remarque suivante : Lk(xo,0) est aussi le nombre d'enlacement des deux 
orbites fermées C xo et C x du champ de vecteurs canonique induit dans la 
suspension Tf de f. 

Exemple 2.4. Le point fixe de la rotation d'angle 2kir jnk G {0, ... ,n — 1} a 
pour nombre d'enlacement k avec l'une quelconque de ses orbites périodiques. 

3. Quelques propriétés élémentaires d'un homéomorphisme / du 
plan, tel que / — id vérifie une condition de llpschitz 

Soit g : M 2 -> R 2 une application continue. Si l'ensemble 

{k G [0,oo[;Vx,y G M 2 : \\g(x) - g(y)\\ < fc||a;-y||} 

est non vide, on note Lip(g) sa borne inférieure. Sinon, on pose Lip(g) = +oo. 

Soient x et y deux points de R 2 , on note [x, y] le segment de droite joignant 
x et y. 
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Lemme 3.1. Soit f : R 2 — s- R 2 un homéomorphisme tel que Lip(f — Id) < 1 
et x G R 2 \ Fix(f). Alors Fix(f) n [x, f(x)] = 0. 

Démonstration. Par l'absurde, supposons qu'il existe y G Fix(f) (1 [x, f(x)[. 
On a alors : 

11/0*0 - x \\ = \\(f( x ) - x) - (/(y) - y) || < Lip(f-Id) \\x - y\\ < \\f(x) - x\\ 

D'autre part f(x) £K 2 \ Fix(f) car / est injective, ce qui conclut. □ 

Lemme 3.2. Soit f : M 2 — > R 2 un homéomorphisme tel que Lip(f — Id) < 
1 et x G R 2 \Fix(f). Alors, f([x,f(x)]) et [f(x),f 2 (x)] sont homotopes 
relativement à f(x), f 2 (x) dans R 2 \ Fix(f). 

Démonstration. Soit F : [0, l] 2 — > R 2 définie par : 

F(s, t) = (1 - t)((l - s)x + sf(x)) + tf((l - s)x + sf(x)). 

L'image de F est la réunion des segments de droite [y,f(y)](y € [x, f(x)]). 
D'après le Lemme 3.1 y G [x,f(x)] n'est pas un point fixe de /, donc 
[y, /(y)] C R 2 \ Fix(f). D'où imF C R 2 \ Fix(f). D'autre part, F(s,0) = 
F(0, s) = (1 — s)x + sf(x). On obtient donc une application du disque : 

D = [0,l] 2 /(s,0) ~ (0,s) -R 2 \Fix(f) 

telle que F(dD) = [f(x), f 2 (x)] U f([x, f(x)]). On a ainsi réalisé l'homotopie. 

□ 

Soient a, b deux vecteurs de R 2 . On note (a, b) G [0, 7r] l'angle non orienté 
des vecteurs a et b. 

Lemme 3.3. Soit f : R 2 — s- R 2 un homéomorphisme tel que Lip(f — Id) < 1 
et x G R 2 \ Fix(f). Alors pour tout y G [x, f(x)] : 

(f(x)-x,f(y)-y)<7r/2. 

Démonstration. On a : 

||(/(x) - x) - (f(y) -y)\\< Lip(f - Id) \\x - y\\ < \\f(x) - x\\ , 

et par suite : cos(/(x) — x,f(y) — y) > 0. Si l'angle est tt/2, cela implique 
y = f(y) ce qui est impossible en vertu du Lemme 3.1. □ 

4. DÉMONSTRATION DU THÉORÈME 

Soit O = {x, /(x), . . . , / n_1 (x)} l'orbite d'un point périodique de période 
n d'un homéomorphisme de R 2 qui préserve l'orientation et tel que Lip(f — 
Id) < 1. Soit T la courbe polygonale obtenue en joignant bout à bout les 
segments [x,f(x)], [f(x),f 2 (x)], [f n ~ 1 (x),x] (voir Figure 1) et soit c = 
[x,f(x)]. 

Lemme 4.1. Avec les notations ci-dessus, on a : 

(1) T CR 2 \Fix(f), 

(2) Pour toutxQ G Fix(f), uj{xq, j c ) = lû(xq,F) G { — (n — 1), . . . , n — 1}. 
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FlG. 1. 



Démonstration. L'assertion (1) résulte du Lemme 3.1. En raisonnant par ré- 
currence et en utilisant le Lemme 3.2, on établit que T est homotope à j c 
dans R 2 \ Fix(f), d'où l'égalité w(xo,7c) = w(xo,r). Par ailleurs, le nombre 
d'enroulement de F par rapport à xq est aussi le nombre algébrique de croi- 
sements d'une demi-droite issue de xq avec T. Ce nombre est donc nécessai- 
rement inférieur à n — 1 en valeur absolue. □ 

Soient Ci, C2, . . . , C r les composantes connexes bornées de M 2 \ T (remar- 
quer qu'il en existe au moins une, sinon T serait réduit à un segment de droite 
ce qui est exclu en vertu du Lemme 3.3) et C» la composante connexe non 
bornée. Si C G {Ci, C2 . . . s, C r } on définit l'indice de C en posant : 



où ip désigne une détermination continue de l'angle du vecteur f(x) — x avec 
une direction fixe et où dC est le bord orienté de C. Dans chaque composante 
d'indice non nul il existe au moins un point fixe de /. Soient Sq, . . . , S m -i les 
sommets de dC et cto,...,a m -i ses arrêtes munies de l'orientation induite 
par celle de T. En un sommet Si, il y a deux configurations possibles quant 
à l'orientation des arêtes adjacentes à Si : ou bien ces deux arrêtes ont des 
orientations compatibles, ou bien il y a un changement d'orientation (voir 
Figure 2). 

Le nombre total de changement d'orientation sur dC est un nombre pair 
que l'on notera 2p. 

Lemme 4.2. Avec les notations ci-dessus, on a : Ind(f,C) = l—p. 
Démonstration. On a : 



où ip® et (pj sont les valeurs respectives en Si et Si + ± (i E Z/mZ) d'une 
détermination continue (fi de l'angle f(y) — y (y £ ai) avec la tangente 
orientée à a^. Il résulte alors du Lemme 3.3 que ip\ — € [— tt, n] (autrement 





m—l ,. m—1 
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FiG. 2. 




FiG. 3. 



dit le vecteur f(y) — y ne décrit pas de tour complet lorsque y parcourt ai). 
En désignant alors par Pi G [0, ir] l'angle intérieur à C en Si, on a (voir 
Figure 3) : 

(fi_l — fi = 7r — Pi, s'il n y a pas de changement d'orientation en Si, 
(fi_l — if® = ~Pi, s'il y a un changement d'orientation en Si. 
Par suite : 

m—1 

. i=0 
m—1 

. i=0 
m—1 

Y j (ir-pi)-2 P Tr 
. i=0 
= 1 — p. 

□ 

Nous pouvons maintenant établir le théorème. Le nombre d'enroulement 
lo(x, r) d'un point x G M 2 \r ne dépendant que de la composante C à laquelle 
il appartient, on notera ui(C,T) cette valeur commune. Il nous reste donc à 
établir l'existence d'une composante Ci de M 2 \ Y telle que : 

(1) Ind(f,Ci)>0 et (2) u(C it T)^0. 

Lemme 4.3. Soitp G {1, . . . ,r} tel que : |u;(C p ,r)| = supj |w(Cj,r)|. Alors 
Ind(f,Ci) > 0. 



Ind(f,C) = ±- 



1 

2^ 



1 

2^ 
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FlG. 4. 

Démonstration. Remarquons d'abord que u(Coo,T) = et que u(Ci,T) ^ 
pour toute composante Q adjacente à Cqo. Il existe donc bien p G {1, . . . , r} 
tel que : 

\u(C pt r)\ =sup|a;(C î ,r)| > 0. 

i 

Par l'absurde, supposons que Ind(f, C p ) < 0. D'après le Lemme 4.2, il existe 
alors au moins un changement d'orientation en un des sommets Sk de dC p . 

Alors l'une des composantes Ci adjacente à C p en Sk vérifie ui(Ci,T) < 
u>(C p ,T) et l'autre C m vérifie u(C m ,T) > uj(C p ,T) (voir Figure 4). En effet, 
les valeurs de u(Ci,T) et u(C m ,T) ne dépendent que de l'orientation avec 
laquelle on franchit T pour passer de C p à Q et C m . Il existe donc q € {l, m} 
(q / p, oo) tel que : 

\u(C q ,T)\ > \co(C p ,T)\ >0 
ce qui contredit l'hypothèse faite sur p. □ 
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